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31 mars 2023

1. Déterminer la nature des intégrales suivantes:

(a) ∫ +∞

1

arctan( 1√
t
)

√
t2 + 1

dt

(b) ∫ +∞

1

t sin(t)e−t dt

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur b ∈ R pour que l’intégrale
suivante converge:

∫ +∞

1

(e−t+1 − 1)e−t+1

t(t− 1)b
dt

Rappel: ex = 1 + x+ o
x→0

(x)
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Corrigé

1. Déterminer la nature des intégrales suivantes:

(a) ∫ +∞

1

arctan( 1√
t
)

√
t2 + 1

dt

Correction

Posons f : t 7→
arctan( 1√

t
)

√
t2+1

qui est définie, continue et positive sur

[1,+∞[.

f(t) ∼
t→∞

1√
t

t = 1
t3/2

qui est le terme général d’une intégrale de Rie-

mann convergente (α = 3/2 > 1) donc
∫ +∞
1

f(t) dt converge par
critère d’équivalence.

(b) ∫ +∞

1

t sin(t)e−t dt

Correction

Posons f : t 7→ t sin(t)e−t qui est définie et continue sur [1,+∞[ mais
qui n’est pas de signe constant.

Pour tout t ≥ 1, |f(t)| ≤ te−t et ∃T ∈ [1,+∞[ tel que pour tout t >
T , e−t ≤ 1

t3 . Dans ce cas, |f(t)| ≤ 1
t2 qui est le terme générale d’une

intégrale de Riemann convergente (α = 2 > 1) donc
∫ +∞
1

f(t) dt con-
verge absolument par critère de majoration et donc converge.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur b ∈ R pour que l’intégrale
suivante converge: ∫ +∞

1

(e−t+1 − 1)e−t+1

t(t− 1)b
dt

Correction

Posons f : t 7→ (e−t+1−1)e−t+1

t(t−1)b
qui est définie, continue et négative sur

]1,+∞[ pour tout b ∈ R. On introduit donc la fonction g définie, pour
tout t ∈]1,+∞[, par g(t) = −f(t). g est donc définie, continue et positive
sur ]1,+∞[.

I =
∫ 2

1
g(t) dt+

∫ +∞
2

g(t) dt

• Au voisinage de +∞:

On a g(t) ∼
t→+∞

e−t+1

tb+1 = h(t). Or, ∃T ∈ [2,+∞[ tel que pour tout

t > T , e−t ≤ 1
t1−b . Dans ce cas, h(t) ≤ e

t2 qui est le terme général
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d’une intégrale de Riemann convergente. Ainsi, par critère de majo-
ration

∫ +∞
2

h(t) dt converge et par critère d’équivalence
∫ +∞
2

g(t) dt

converge pour tout b ∈ R. Donc
∫ +∞
2

f(t) dt converge pour tout
b ∈ R.

• Au voisinage de 1:

On se ramène à une borne impropre en 0 par changement de variable:

Variable actuelle: t ∈]1, 2], t ≥ 1.

Nouvelle variable: s ≥ 0

t ≥ 1 ⇐⇒ t− 1 ≥ 0, on pose s = t− 1.

Soit x ∈]1, 2], posons F (x) =
∫ 2

x
g(t) dt.

Donc F (x) =
∫ 2

x
(1−e−t+1)e−t+1

t(t−1)b
dt =

∫ 1

x−1
(1−e−s)e−s

(s+1)sb
ds →

x→1

∫ 1

0
(1−e−s)e−s

(s+1)sb
ds

Pour tout s ∈]0, 1], posons h(s) = (1−e−s)e−s

(s+1)sb
∼

s→0

s
sb

= 1
sb−1 qui

est le terme général d’une intégrale de Riemann convergente ssi b −
1 < 1. Donc, d’après le critère d’équivalence,

∫ 1

0
h(s) ds =

∫ 2

1
g(t) dt

converge ssi b < 2. Ainsi,
∫ 2

1
f(t) dt converge ssi b < 2.

• Conclusion: I converge ssi b < 2.
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