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Interrogation 2 : Intégrales et Primitives

Exercice 1. /4

1. Déterminer le domaine D sur lequel t 7−→
e2t

e4t − 3e2t + 2 admet des primitives. /1

Soit F (x) :=
x∫
c

e2t

e4t − 3e2t + 2dt pour x, c ∈ J , où J est un intervalle de D.

2. A l’aide de changement(s) de variables, exprimer F (x) sous la forme α
b∫
a

1
u2 − 3u+ 2du. /1

3. Calculer α
b∫
a

1
u2 − 3u+ 2du, et en déduire l’ensemble des primitives de t 7−→

e2t

e4t − 3e2t + 2 sur J . /2

Correction.
1. Pour tout t ∈ R, e4t − 3e2t + 2 = 0⇐⇒ e2t = 1 ou e2t = 2⇐⇒ t ∈ {0, ln(2)/2}.

On en déduit que f := t 7−→
e2t

e4t − 3e2t + 2 est continue et donc admet des primitives sur

D :=]−∞, 0[∪]0, ln(2)/2[∪] ln(2)/2,+∞[.

2. On effectue le changement de variables u = e2t, donnant dt =
du
2u : F (x) =

1
2

e2x∫
e2c

du
u2 − 3u+ 2.

3. On décompose en éléments simples
1

u2 − 3u+ 2 =
1

(u− 1)(u− 2) =
1

u− 2−
1

u− 1, ainsi

F (x) =
1
2 [ln |u− 2| − ln |u− 1|]e

2x

e2c =
1
2 ln

∣∣∣∣∣2− e2x

1− e2x

∣∣∣∣∣+
1
2 ln

∣∣∣∣∣2− e2c

1− e2c

∣∣∣∣∣ .
L’ensemble des primitives voulu est donc l’ensemble des x 7−→

1
2 ln

∣∣∣∣∣2− e2x

1− e2x

∣∣∣∣∣+K, K ∈ R.

Exercice 2. /3

Justifier l’existence de I :=
π/2∫
0

sin t
6 + 4 cos t− sin2 t

dt,

puis la calculer au moyen du changement de variables u = cos t.
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Correction.
Pour t ∈ R, on a 4 cos(t)−sin2(t) ∈ [−5, 5], donc le dénominateur ne s’annule pas. Comme fraction rationnelle

en cos et sin sans pôle, l’intégrande est continue, donc I est bien définie.

Avec cos2 + sin2 = 1, on réécrit I =
π/2∫
0

sin t
cos2 t+ 4 cos t+ 5dt.

Pour le changement de variables, on a u = cos t donne du = − sin tdt, ainsi I =
1∫

0

du
u2 + 4u+ 5.

On réécrit u2 + 4u+ 5 = (u+ 2)2 + 1, et l’on effectue la translation s = u+ 2 :

I =
3∫

2

ds
s2 + 1 = Arctan 3−Arctan 2.

Exercice 3. /3

1. Soit Sn :=
1
n2

n∑
k=1

kArctan
(

n

n+ k

)
. Montrer que Sn −−−−−→

n→+∞

1∫
0

xArctan
(

1
1 + x

)
dx =: I. /1

2. Calculer I. /2

Correction.

1. Soit f définie sur [0, 1] par x 7−→ xArctan
(

1
1 + x

)
. Par produit et composition, est continue sur [0, 1].

Ainsi, la somme de Riemann Sn =
1
n

n∑
k=1

f(k/n) converge vers I =
1∫

0

f(x)dx.

2. On effectue une intégration par partie, en intégrant u′(x) = x et en dérivant v(x) = Arctan
(

1
1 + x

)
:

I =
[
x2

2 Arctan
(

1
1 + x

)]1

0

−
1∫

0

x2

2 ×
(
−

1
(1 + x)2

)
×

1
1 + 1/(1 + x)2dx

=
1
2 Arctan(1/2) +

1
2

1∫
0

x2

x2 + 2x+ 2dx =
1
2 Arctan(1/2) +

1
2−

1
2

1∫
0

2x+ 2
x2 + 2x+ 2dx

=
1
2 Arctan(1/2) +

1
2−

[
1
2 ln |x2 + 2x+ 2|

]1

0

=
1
2 (Arctan(1/2) + 1− ln 5/2) .

où l’on a utilisé
x2

x2 + 2x+ 2 =
x2 + 2x+ 2− (2x+ 2)

x2 + 2x+ 2 = 1−
2x+ 2

x2 + 2x+ 2, et
∫
u′(x)
u(x) dx = ln |u(x)|.
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